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Vorwort

In vielen Bereichen des Ingenieurwesens vollzieht sich seit nahezu 20 Jahren ein grofSer
technologischer Wandel. In rasch zunehmendem MafSe gewinnen Elektronik und
Informationstechnik an Einfluss auf die technischen Produkte und damit auf die
klassischen Methoden und Arbeitsweisen in den einzelnen klassischen Fachdisziplinen.
Betrachtet man z.B. die Entwicklung des Maschinenbaus, der Feinwerktechnik oder des
Fahrzeugbaus, so erkennt man eine immer hohere Konzentration und Integration der
Elektronik und Informatik in den einzelnen Maschinen, Geriten und Fahrzeugen.

Uberwiegend mechanisch ausgerichtete Unternehmen schitzen, dass sich der Anteil
der Mechanik an den Herstellkosten ihrer Produkte in den nachsten 5 bis 10 Jahren
von ca. 90 auf ca. 50% verringern wird. Immer wichtiger werden dagegen Elektronik
und Software. Ihr Anteil betrigt schon heute ca. 10 % der Herstellungskosten. In Zu-
kunft wird dieser Anteil auf iiber 40 % steigen. Bewertet man einzelne technische Bau-
gruppen auf ihre Funktionalitat, so wird die weiter steigende Wertschopfung gegentiber
der Wertigkeit der Mechanik noch deutlicher.

Um die technischen Herausforderungen der Zukunft meistern zu konnen, miissen
deshalb die traditionellen Grenzen der Ingenieurtechnik tiberschritten werden.

Als neuartige interdisziplinare Ingenieurwissenschaft und Technologie vereint die
Mechatronik nun Elemente der traditionellen Disziplinen Maschinenbau, Elektro-
technik und Informatik. Sie wird tiberall dort gebraucht, wo durch intelligente Ver-
knupfungen der einzelnen Teildisziplinen eine Steigerung der Gesamtfunktionalitat
erreicht werden soll. In den neuen mechatronischen Produkten bilden also die mecha-
nischen Systeme, Sensoren, Aktoren und Mikrorechner sowie die zugehorige Software
ein technisch aktives oder kiirzer ein mechatronisches System. Der Integrationsgrad
mechatronischer Systeme geht so weit, dass einzelne Teilsysteme ohne die jeweils an-
deren Teilsysteme nicht arbeitsfahig sind und die Gesamtfunktion nur durch das ideale
Zusammenwirken aller Teilfunktionen realisiert werden kann. So kann z.B. bei Werk-
zeugmaschinen eine hohe Bearbeitungsgenauigkeit erst dann wirtschaftlich erreicht
werden, wenn alle Unzulidnglichkeiten in der mechanischen Struktur durch eine ge-
eignete Sensorik erkannt und durch eine intelligente Informationsverarbeitung korri-
giert wird. Mit dieser Maf$nahme kann der Aufwand bei der Entwicklung und der Fer-
tigung der Maschine deutlich reduziert werden. Mechatronik ist also die Basis fiir neue,
intelligent gesteuerte und geregelte technische Produkte mit gesteigerter Funktionalitit,
hoherer Zuverlissigkeit und hoherer Wirtschaftlichkeit. Um die Zusammenhinge ver-



stehen zu konnen, haben wir nun die mathematischen, physikalischen und technischen
Grundlagen der einzelnen Fachgebiete in zwei Binden zusammengestellt.

In Band 1 werden die allgemeinen mathematischen, physikalischen und technischen
Grundbegriffe der Mechatronik, der Analog- und Leistungselektronik sowie der Sen-
soren und Aktoren behandelt.

Band 2 vermittelt die digitale Steuerungstechnik, die Regelungstechnik mit Opti-
mierung, mechanische Mehrkorpersysteme sowie ein zeitgemafSses mechatronisches An-
wendungsbeispiel und fiir die Regelungstechnik und die Mechanik von Mehrkorper-
systemen wichtige mathematische GesetzmafSigkeiten.

Die einzelnen Kapitel der beiden Bande konnen im fachlichen Zusammenhang oder
auch als einzelne Kapitel — sozusagen fachspezifisch — gelesen werden. Die Stoff-
zusammenstellung entspricht den Vorlesungsinhalten, wie sie an der Fachhochschule
Aalen im Studiengang Mechatronik gehalten werden. Das Buch dient auch Studenten/
innen an Fachhochschulen und Universititen sowie Technikern verschiedener Fach-
richtungen, die sich mit Mechatronik weiterbilden oder in ihrer beruflichen Praxis damit
befassen mussen.

Es werden Grundkenntnisse in Mathematik, Physik, Technische Mechanik und
Elektrotechnik vorausgesetzt, wie sie im technischen oder physikalischen Grundstudium
an einer Hochschule vermittelt werden.

Der Begriff «Mechatronics» wurde urspriinglich im Jahre 1969 von der japanischen
Firma Yaskawa Electric Corporation erdacht und ab 1971 als Handelsname geschiitzt.

Die Autoren danken allen, die mit Informationen und kritischen Hinweisen mit-
geholfen haben das Thema zu optimieren sowie dem Verlag fiur die Verwirklichung.
Resonanz aus Leserkreisen ist uns immer willkommen!

E-Mail an: edmund.schiessle@fh-aalen.de

Aalen Edmund Schiessle
die Autoren
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1  Grundlagen

1.1  Der Begriff Mechatronik und mechatronisches System

Die Mechatronik fufst auf den klassischen Ingenieurwissenschaften und ist eine mo-
derne, eigenstiandige, interdisziplindre Ingenieurwissenschaft. Sie verbindet Mechanik,
Elektronik und Informatik. Mechatronik ist nicht die klassisch betriebene Behandlung
elektromechanischer Systeme, mit der additiven und meist nachtriglichen Erginzung
passiver mechanischer Strukturen mit geregelten elektronischen Komponenten, son-
dern die von Beginn an integrierte und interdisziplinire Projektierung, Konstruktion,
Entwicklung und Fertigung hochkomplexer multitechnischer Systeme, Geradte und An-
lagen. Aufgrund dessen ergeben sich ganz neue technische Moglichkeiten durch Ver-
lagerung der technischen Funktionalitit von passiven mechanischen Strukturen zu ak-
tiven mechanischen Systemstrukturen. Sie sind gekennzeichnet durch einen sehr hohen
Anteil elektronischer Komponenten in Verbindung mit intelligenter Sensorik und Ak-
torik sowie der zugehorigen systemnotwendigen Software. Aus dem oben dargestellten
Text kann dann eine Definition fur den Begriff «mechatronische Systeme», nach Mei-
nung des Autors, wie folgt abgeleitet werden:

«Mechatronische Systeme bestehen immer aus integrierten mechanischen, senso-
rischen, aktorischen, informations- und leistungselektronischen Untersystemen,
die zur Ausfithrung interner oder externer physikalisch-technischer Aktionen ziel-
orientiert, softwaregestiitzt miteinander kommunizieren.»

Q Beispiele fiir mechatronische Systeme in der Fahrzeugindustrie: elektronisches
Motormanagement, Antiblockiersystem, Antischlupfregelung, Fahrdynamikrege-
lung und Fahrkomfortregelung.

Q Beispiele fiir mechatronische Systeme aus dem Maschinen- und Anlagenbau:
weitgehend autonom arbeitende Roboter, Anlagen mit autonomen Einspannsyste-
men, sich selbst einstellende Werkzeuge und beriihrungsfrei geregelte Luft- oder
Magnetlager.

Q Beispiele fiir mechatronische Systeme aus der Elektronik- und Computerindustrie:
neuartige Messgerate und Messsysteme, Sensoren, Aktoren, Videorecorder, CD-
Player, Camcorder, Videokameras, diverse Speichermedien, Laufwerke, Drucker,
Plotter oder Kopierer.
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Durch die Forderung nach immer weiterer Miniaturisierung mechatronischer Systeme,
hat sich als neue interdisziplindre Ingenieurwissenschaft die Mikromechatronik ent-
wickelt. Sie ist eine Verbindung aus den technischen Disziplinen Mikromechanik,
Mikroelektronik, Mikrosensorik, Mikroaktorik und Informatik. Sie kann damit auch
als Teilgebiet der Mikrosystemtechnik angesehen werden.

1.2  Grundbegriffe

In diesem Abschnitt werden die technischen Begriffe Signal, System, Modell, Simula-
tion, Kennlinie und Linearisierung besprochen.

1.2.1  Signale und Systeme

Signale sind zeitvariable Zustandsgroéflen und dienen zur Darstellung von Informatio-
nen durch physikalische GrofSen. Sie liegen natiirlicherweise zunichst als Zeitfunktio-
nen vor. Zur theoretischen Untersuchung der Wirkung von physikalischen Zeitfunk-
tionen auf technische Objekte (Sensoren, Messgerite, Ubertragungsgerite, Anlagen
usw.) ist es niitzlich diese in Frequenzfunktionen zu transformieren und damit ihr Sig-
nalverhalten zu analysieren. Da die Reaktion der technischen Objekte auf Zeitsignale
am Eingang mit einem Zeitsignal am Ausgang erfolgt, muss eine Riicktransformation
der Frequenzfunktionen in die Zeitfunktionen vorgenommen werden. Fiir diese Trans-
formationen werden, je nach Signalart, verschiedene mathematische Methoden bentitzt
(Euler-Transformation, Fourier-Transformation, Laplace-Transformation, Z-Transfor-
mation). In Bild 1.1 ist eine systemtheoretische Systematik der Signale und der zuge-
horigen mathematischen Methoden dargestellt.
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. R g R c C
|Ze|tanaloge Slgnalel | Zeitdiskrete Signale | Q@ Qo
—. s 8
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Bild 1.1 Physikalische Signale und mathematische Methoden
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Bild 1.2 Materialstrom

Systemdarstellung als Block
(black box)

x,(1) (Ursache) System (Wirkung) X,(1)
Eingangssignal (black box) Ausgangssignal

Energiestrom

Informationsstrom

Fiir die systemtheoretische Betrachtung des statischen und dynamischen Verhaltens
von mechatronischen Systemen sind vor allem die funktionellen Abhingigkeiten zwi-
schen den EingangsgrofSen (physikalische Wirkungen) x,(¢) und den Ausgangsgrofsen
(physikalische Ursachen) x.(#) von Bedeutung. Die physikalische Abhangigkeit wird
sinnbildlich durch einen Block (Bild 1.2) dargestellt. Jedem Signal wird eine gerichtete
Wirkungslinie versehen mit einer Pfeilspitze zugeordnet. Der Systembegriff ermoglicht
eine vereinfachte Darstellung komplizierter mechatronischer Gerite und Anlagen. Ein-
zelsysteme lassen sich als Teilsysteme zu einem Gesamtsystem zusammensetzen und um-
gekehrt. Ein Vorteil ist, dass man aus den Strukturen der Teilsysteme wichtige allge-
meine Schliisse fiir das Verhalten des gesamten Systems ziehen kann und bereits er-
probte Teilsysteme, baukastendhnlich fiir neuartige Systeme verwenden kann, wobei
einzelne Teilsysteme nur geringfiigig angepasst werden miissen.

1.2.2  Statische und dynamische Eigenschaften mechatronischer Systeme

Physikalische Eigenschaften, die keine Funktion der Zeit sind, nennt man statisch und
solche, die eine Funktion der Zeit sind, nennt man dynamisch.

1.2.3  Stationire und fliichtige Eigenschaften mechatronischer Systeme

Stationdre und statische Eigenschaften diirfen nicht verwechselt werden. Wihrend sta-
tische Eigenschaften nicht von der Zeit abhiangen, beschreiben stationire Eigenschaf-
ten immer die zeitabhingig eingeschwungenen Eigenschaften technischer Systeme.

1.2.4  Modell und Simulation

Modelle von technischen Systemen sind funktionsorientierte, mathematische Nachbil-
dungen durch ihre wichtigsten physikalischen Wirkungsstrukturen. Systeme ubertra-
gen Materie, Energie und Information oder wandeln verschiedene Energieformen in In-
formationen bzw. Informationen in verschiedene Energieformen um. Zur Bildung des
mathematischen Modells werden fiir die physikalischen Wirkungsgrofsen und die tech-
nischen Bauelemente idealisierte mathematische Eigenschaften definiert, die nur einen
gewissen Bereich der Realitit erfassen und damit eine begrenzte Giiltigkeit besitzen.
Das mathematische Modell stellt die Grundlage zur Entwicklung des Simulations-
modells dar. Die mathematische Beschreibung eines Systems tiber die funktionelle Ab-

15



hingigkeit zwischen der Ausgangs- und Eingangsgrofse fiithrt im Allgemeinen zu einer
nicht linearen Differentialgleichung.

1.2.5 Linearisierung von Kennlinien

Das Ubertragungsverhalten eines linearen Systems wird durch eine lineare Kennlinie
(Bild 1.3a) und das Ubertragungsverhalten eines nicht linearen Systems durch eine nicht
lineare Kennlinie (Bild 1.3b) dargestellt. Die exakte mathematische Betrachtung nicht
linearer Systeme wird hier nicht durchgefiihrt. Stattdessen wird die Ubertragungs-
kennlinie linearisiert. Das bedeutet, dass die gekriimmte Kennlinie im Arbeitspunkt « A»
durch eine Tangente ersetzt wird (s. Bild 1.3b). In der Nihe des gewahlten Arbeits-
punktes «A» ist dann eine Linearisierung moglich.

1.2.6  Linearisierung von Differentialgleichungen

Wie oben schon gesagt, ist der Zusammenhang zwischen den AusgangsgrofSen x,(¢) und
den Eingangsgrofsen x.(¢) eines technischen Systems im Allgemeinen nicht linear. Die
mathematische Beschreibung erfolgt daher mit Hilfe einer nicht linearen Differential-
gleichung in der Form:

g(x,(2),x,(8), %,(2), ..., x.(t), x.(2), %.(¢), ...)=0 (Gl 1.1)

Die nicht lineare Differentialgleichung wird, analog zur Kennlinie, durch die Lineari-
sierung vereinfacht und damit leichter losbar. Die Linearisierung erfolgt durch eine
Taylor-Reihenentwicklung im durch den Index 0 gekennzeichneten Arbeitspunkt «A».
Damit erhilt man aus GI. 1.1:

A
X, X,
Tangente
AX,
o Xa
A
X X AL AX,
aq A Xe
0 Xe 0 Xeo X Xeo
(@) (b)
Bild 1.3a  Lineare Kennlinie eines Systems Bild 1.3b  Nicht lineare Kennlinie eines Systems
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A axa
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ox

A €

A €

(GL. 1.2)

Die partiellen Ableitungen sind im Arbeitspunkt «A» zu bilden und koénnen in diesem
eingeschrankten Gultigkeitsbereich im Wesentlichen als konstant betrachtet werden. Da-
mit kann man fiir die partiellen Ableitungen folgende konstante Ausdriicke definieren:

%
ox

a

_a %

%
.| T a3
A ! a‘x

%
=39, = a5
A ox

Jg
by, +—==>-
N o 0

. Eb X
. ~ . (GL. 1.3)

A

Fir die Ausgangsgroflenianderung gilt:

Ax, = x,-x,, = Ax, = %,-0= A%, = %,-0 = -, dax, = konst (Gl 1.4)
Fir die Eingangsgroflenianderung gilt:

Ax, = x,~x,, = Ax, = x,-0= A%, = %~ 0= ---,dax, = konst (Gl. 1.5)

Setzt man Gl. 1.5, Gl. 1.4 und GI. 1.3 in Gl. 1.2, erhilt man die implizite linearisierte
Differentialgleichung:

Ag =(ap-Ax, +a, X, +a, X, +--+by-Ax, +b, - %, +b, X +-)=0
Gl. 1.6)

-

die Auflosung ergibt:
ag-Ax, +a,-x,+a, X, +--=by-Ax,+b, %, +b, - X, +-- (Gl. 1.6a)

wobei die rechte Seite das Eingangssignal (Ursache) und die linke Seite das Ausgangs-
signal (Wirkung) beschreibt.

1.2.7  Testfunktionen

Das Zeitverhalten technischer Systeme wird mathematisch und experimentell mit Hilfe
von Testfunktionen und Testsignalen untersucht. Als Testfunktion werden besonders
vorteilhaft Sprungfunktion (Bild 1.4), Impulsfunktion (Bild 1.5) und Sinusfunktion (Bild
1.6) verwendet. Diese Funktionen haben den Vorteil, dass Differentialgleichungen mit
ihnen einfacher 16sbar und technisch einfach darstellbar sind. So lasst sich z.B. die
Sprungfunktion fur elektrische Teilsysteme einfach durch Einschalten einer elektrischen
Spannung realisieren, die Impulsfunktion fiir optoelektronische Teilsysteme mit einem
Laserpuls oder die Sinusfunktion fiir mechanische Teilsysteme mit einem hydraulischen
Schwingtisch.
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Xg ﬁk Xe
Xe=8(1)
W Xg=w(t)
0 t
L Bild 1.5 Impulsfunktion
0 t
Bild 1.4  Sprungfunktion
A Bild 1.6
Xg(t)=Xg- sin (@-t+ % ) Sinusfunktion
xA .
Xa

y

1.3  Aufstellung und Losung von linearen
Differentialgleichungen im Zeitbereich

Q'G

1.3.1  Aufstellen und Losen einer linearen Differentialgleichung im
Zeitbereich mit Testfunktionen

Fiir die Aufstellung der Differentialgleichung miissen die physikalischen Gesetze, denen
das System unterliegt, bekannt sein. Eingangs- und Ausgangsgrofsen konnen sowohl
nichtelektrische als auch elektrische Signale sein.

Beispiel: Elektropneumatischer Wandler

In Bild 1.7 ist das Funktionsprinzip eines elektropneumatischen Wandlers dargestellt,
wobei alle physikalischen Grofsen konstruktionsbedingt in ein und dieselbe Raumrich-
tung wirken.
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Bild 1.7 Xq A A =2000 mm?
Prinzipaufbau eines k = 400 N/mm
elektropneumatischen — d = 40 N/(mm/s)
Wandlers i L k m= 100g
T
ol & U= 20V
. I = 10 mm
- O
d {I ]
+

Funktionsbeschreibung und Aufstellung der linearen Differentialgleichung

Die Eingangsgrofse x.(z) ist ein Gasdruck, der tiber die Membranfliche A eine mecha-
nische Kraft F.(¢) = A - x.(t) erzeugt. Durch die Kraft wird die Kolbenstange um den
Weg x(¢) nach unten bewegt, wobei die Druckfeder um den Weg x(¢) zusammenge-
driickt wird. Sie erzeugt die Federgegenkraft F(¢) = k - x{(¢). Der Kolben der Damp-
fungseinrichtung bewegt sich nach unten, wobei die unter dem Kolben befindliche Ol-
menge Uber die Umwegleitung durch das Drosselventil nach oben beférdert wird. Die
Kraft Fy(¢), die notwendig ist um den Kolben zu bewegen, ist proportional zur Ge-
schwindigkeit v(¢). Damit gilt Fy(t) = d - v4(¢). Weiter sind alle bewegten Teile massen-
behaftet, sodass eine weitere Gegenkraft Fr, = m - a(t) entsteht, wobei 7 die Gesamt-
masse der bewegten Teile ist. Aus der Mechanik ist der kinetostatische Ansatz zur
Behandlung dynamischer Probleme nach D’ALEMBERT bekannt: Die Summe der resul-
tierenden Krafte muss gleich der Tragheitskraft sein. Damit gilt:

E(t) - E(t) - Fy(t) = Fr,(t) = x(t)- A~ k-x,(t) = d - v (t) = m- a,(t)
(GL. 1.7)

daraus erhilt man fur den elektropneumatischen Wandler eine gewohnliche lineare Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

x. (1) A=k-x(¢)+d- %) +m-%,(¢) (Gl 1.8)

Aus Bild 1.7 ist zu ersehen, dass die Kolbenstange tiber eine Querstange mit dem Schlei-
fer eines Potentiometers verbunden ist. Das Potentiometer wird mit der elektrischen
Spannung U einer Konstantspannungsquelle versorgt. Die Bewegung der Kolbenstange
um den Weg x(¢) bewirkt eine Verstellung des Schleifers um denselben Weg, die in eine
dazu proportionale Spannung x,(#) gewandelt wird. Mit Hilfe des elektrischen Span-
nungsteilergesetzes gilt dann:
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_ LU L
0 R we mm =) (Gl 1.9)

wobei [ die Gesamtlinge der Widerstandsbahn des Linearpotentiometers ist.

Dieses Teilsystem heifst positionsresistiver Wegaufnehmer. Bei der Weiterverarbei-
tung der Spannung x,(#) muss darauf geachtet werden, dass das nachfolgende elek-
trische Teilsystem einen im Verhiltnis zum Potentiometerwiderstand sehr hohen Ein-
gangswiderstand hat. Setzt man Gl. 1.9 in Gl. 1.8 erhilt man:

X (£)+m-—- %, (¢) (GL. 1.10)

durch Multiplikation mit U/(k - I) und Umformung der Gl. 1.10 erhilt man:
Ty %, () + T, - %,(¢) + x,(t) = K- x.(2) (GL 1.11)
Mit den Koeffizienten

S

2
T, >
@,

d AU
T =% K= (Gl. 1.12)
TR Ik

m
z 5
wobei @y die Resonanzfrequenz, T; die Zeitkonstante und K der Ubertragungsfaktor ist.

Losung der Differentialgleichung mit Hilfe der Sprungfunktion als Testfunktion

Es interessiert der zeitliche Verlauf des Ausgangssignals x,(¢) in Abhiangigkeit vom zeit-
lichen Verlauf des Eingangssignals x.(z). Als Eingangssignal verwenden wir die Sprung-
funktion. Der Verlauf ist bereits in Bild 1.4 wiedergegeben. Mathematisch gilt dann:

)= ()= |

w fir t20

(GL. 1.13)
0 fir t<0

Setzt man die Sprungfunktion w(¢) (Gl. 1.13) in die Differentialgleichung (Gl. 1.11)
erhalt man fir > 0:
T % () + T, - %y (£) + 2, (8) = K- (Gl. 1.14)

wobei x,(¢) die Sprungantwort ist. Vereinfachend wird zunachst angenommen, dass
die bewegliche Masse 1 vernachlissigbar ist. Dann gilt mit Gl. 1.14:

T, iy (1) + 2, (£) = K - 10 (G 1.15)

man erhilt also eine gewohnliche lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten. Aus der Mathematik der Differentialgleichungen ist bekannt,

20



Bild 1.8 Xe [bar] A
Sprungfunktion ~ =
und Sprungantwort w w(t)
des elektro-
pneumatischen
Wandlers: 10
a), b)
=02 -0.1 ) 1 12 3 4 .5 .6 .7 >
t[s]
Xa[V] A ,Tangente
1,00-K 53 — XaulO)
(t>0) =4 / =
X (t>0) =w "
=20 bar 0.63 Kaw o/
(1 bar = 10° N/m?) /
K = 10 V/(N/mm?)
Kaw = K * ZZ/ = 20 V =0.2 =0.1 0 0.1 .2 .3 4 .5 .6 .7 -
Ty =dlk=0,1s AT t[s]

dass die Losung (Sprungantwort) dieses Differentialgleichungstyps bei einer sprung-
formigen Storfunktion wie folgt aussieht:

xaw(t) = I<aw'[1 —CXP(—TL)} mit Kaw =K- li/,K = ?/i] und Tl = %
1
(GL. 1.16)

In Bild 1.8 ist die Sprungfunktion (Systemfunktion) und die Sprungantwort (System-
antwort) dargestellt. Die Sprungantwort x,,(#) hat firr # = 0 die grofSte Steigung. Legt
man nun an den Ursprungspunkt eine Tangente, so schneidet diese den stationaren End-
wert K, fiir # = T bei ca. 63 % des stationdren Endwertes. Die Zeitkonstante T} kenn-
zeichnet die Dynamik des Systems. Der zeitliche Verlauf ist durch die Zeitkonstante T
und den Ubertragungswert K,,, eindeutig bestimmt.

Losung der Differentialgleichung mit Hilfe der Sinusfunktion als Testfunktion
Wir betrachten nun, wie sich die AusgangsgrofSe eines linearen Systems verhilt, wenn
die Eingangsgrofie eine Sinusfunktion (s. auch Bild 1.6) ist. Fiir die Sinusfunktion gilt:

x.(t) %, -sin(w-t+¢,) firt >0 (Gl 1.17)

wobei o die Kreisfrequenz und ¢, der Nullphasenwinkel ist.

Durch die Linearitdt des Systems dndert sich bei sinusformiger Erregung nur die
Amplitude und die Phase der Ausgangsfunktion. Sie bleibt also sinusformig und
schwingt mit derselben Frequenz wie die EingangsgrofSe. Setzt man Gl. 1.17 in GI. 1.11
erhilt man eine gewohnliche lineare Differentialgleichung 1. Ordnung 1. Grades mit
konstanten Koeffizienten mit einer sinusférmigen Storfunktion. Es gilt also:
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T, - x,(t)+ x,(t) = K- %, -sin(@ -t + @,) (Gl. 1.18)

mit dem Faktor K wie in Gl. 1.12 definiert.

Die Losung dieser linearen Differentialgleichung setzt sich aus der Losung der ho-
mogen und einer stationdren Losung der inhomogenen Differentialgleichung zusam-
men. Durch Berechnung erhilt man:

x,(t) = x, -[sin(a) ‘t+@)—sing- exp(—Ti)] (Gl. 1.19)

1

mit der Amplitude:

P (GL. 1.20)

und dem Phasenwinkel:
¢ =0, -, =arctan(o-T)) (Gl 1.21)

wobei der Phasenwinkel die Phasenverschiebung zwischen Aus- und Eingangsignal ist.
Bild 1.9 zeigt die Sinusfunktion (Systemfunktion) und die Sinusantwort (System-
antwort). Nach der Zeit t = 5 - T; ist die e-Funktion in Gl. 1.19 nahezu 0 und damit
vernachlissigbar, d.h., der Einschwingvorgang ist beendet und die AusgangsgrofSe ist
dann eine ungedampfte harmonische Schwingung. Es gilt dann mit GI. 1.19:

x,(t) =%, -sin(w-t + @) (Gl. 1.22)
Wie Gl. 1.17 und Gl. 1.22 zeigt, hat im stationiren Betrieb die AusgangsgrofSe x, die

gleiche Kreisfrequenz wie die Eingangsgrofle x.. Wie aus Gl. 1.20 und Gl. 1.21 er-
sichtlich, hangt im nicht stationidren Betrieb die Amplitude des Ausgangsignals und die

Xe[bar] Xa(t) SBilrllclllslffnktion und
Xe us Xa[V] (1) Sinusantwort des
~ = 7 el elektropneu-
Xa | L./ / matischen Wandlers
A/ 10\ /. \Y 1\
o\ 7\ 7\
/ /A \ /- '
s g \ s s \\ is s \ s /s t[51
4 N/ N/ A\ /f X.. =2 bar
/4 A\ N\ ./ (1 bar = 10° N/m?)
. \ \ \ x, =191V
-25 @ T,=2s
T p=-16,7°
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Phasenverschiebung zwischen Aus- und Eingangssignal von der Kreisfrequenz ab.
Ende des Beispiels

1.3.2  Ubertragungsfunktion im Zeitbereich

Dynamische Ubertragungsfunktion
Als Ubertragungsfunktion h(z) eines Systems wird das Verhiltnis der Sprungantwort
Xaw(t) zu der Sprungfunktion w(z) fiir w(t) > 0 bezeichnet. Es gilt dann:

h(t) = ’;W(g) (Gl 1.23)

Lineare Systeme mit Energiespeichern (Masse, Feder, Kondensator, Spule, Warmespei-
cher usw.) konnen im Zeitbereich entweder mit ihrer linearen Differentialgleichung oder
fiir w(t) > 0 mit ihrer Ubertragungsfunktion h(t) beschrieben werden.

Fortsetzung 1 zum Beispiel: Elektropneumatischer Wandler
Verwendet man als Eingangsfunktion die Sprungfunktion w(¢) und als Ausgangsfunk-
tion die Sprungantwort x,(t), erhilt man fiir die Ubertragungsfunktion nach GI. 1.23:

(o) = Tel) K, ~|:1—exp(7t"1):| = b () =K, -[1— exp(_ Ti )]

w(t) w 1
(Gl. 1.24)

wobei Ky, der Ubertragungsfaktor des Systems ist.
Ende des Beispiels

Statische Ubertragungsfunktion oder Empfindlichkeit

Die physikalischen Zustinde von Ubertragungsgrofien die keine Funktionen der Zeit

sind nennt man statisch. Damit werden in der Gl. 1.6 alle Terme die Ableitungen nach

der Zeit enthalten 0. Die Losung der Differentialgleichung lautet dann:
Ax, b Ax,

aOoAxa=b0-Axe:>Ea=—o=konst:>EE
a9

(GL. 1.25)

e e

wobei E mathematisch die konstante Steigung der Kennlinie oder physikalisch die sog.
Ubertragungsempfindlichkeit (kurz Empfindlichkeit) eines Teilsystems ist. Sie ist Grund-
lage fiir weitere Begriffe (Nichtlinearitiat, Hysterese, thermische Driften usw.) zur
Beschreibung des statischen Verhaltens technischer Systeme dar.

Fortsetzung 2 zum Beispiel: Elektropneumatischer Wandler

Ausgehend von der linearen Differentialgleichung Gl. 1.11 und der GI. 1.12 erhilt man
fir den statischen Fall:
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A, g AU (Gl. 1.26)

Ax, =K-Ax, = E =
a ¢ l.k

€

wobei A die Membranfliche, U die Konstantspannung, / die Gesamtliange der Poten-
tiometer-Widerstandsbahn und k die Federkonstante der Druckfeder ist.
Ende des Beispiels

1.3.3  Analogiebildung zwischen mechanischen und elektrischen Systemen

Die dynamischen physikalischen Vorginge in anderen Ingenieurwissenschaften lassen
sich mit Differentialgleichungssystemen beschreiben, die mathematisch eine direkte Ent-
sprechung in der Elektrotechnik haben.

Das mechanische System besteht aus den Grundelementen Masse (Massenwert 1),
Feder (Federkonstante k) und Dampfer (Dampfungskonstante d). Das dquivalente elek-
trische System besteht aus den elektrischen Grundelementen Spule (Induktivitit L),
Kondensator (Kapazitit C) und dem Widerstand (Wert R). Wir zeigen nun, dass das
mechanische Masse-Feder-System mit Dampfung dem elektrischen System einer LCR-
Reihenschaltung (Bild 1.10) entspricht.

Aufstellung der gewohnlichen linearen Differentialgleichung des elektrischen Systems
Liegt am Eingang der Schaltung von Bild 1.10 die Eingangsspannung x.(t), so bewirkt
diese, dass der Strom #(¢#) durch die Schaltung fliefSt. Dieser erzeugt an den elektrischen
Bauteilen R, L und C die Spannungsabfille ug(2), 11 () und uc(¢) = x,(¢). Die Spannung
uc(t) am Kondensator ist hier die Ausgangsspannung. Fiir die Anfangsbedingungen gilt:
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sind Strom und alle Spannungsabfille 0. Aus der Schaltung von
Bild 1.10 kann man mit Hilfe des 2. Kirchhoff’schen Gesetzes folgende Gleichung auf-
stellen:

x.(2) = up (t) + 1y (£) + x,(2) (Gl. 1.27)

Aus der Elektrotechnik sind fir die passiven elektrischen Grundbausteine folgende
Strom-Spannungs-Relationen bekannt:

it i L -
— > [ —. T
X (t) Ur(t) u (1) - . X, (1)

O O

Bild 1.10  Elektrisches Ersatzschaltbild des elektropneumatischen Wandlers
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ua®)=i(0) Ry () = L- SO )= ¢ dn) (Gl. 1.28)
de dt

Aus Gl. 1.28 und GI. 1.27 erhilt man:

x(t)=R-C-x,(t)+ L-C-%,(¢) + x,(2) (Gl. 1.29)
oder strukturanalog zu Gl. 1.11:

TS - 5,(t)+ T, &, () + x,(t) = 1- x,(2) (GL. 1.30)
mit

T?=L oL.CT,=t=R-Cund1=k (Gl. 1.31)

Wy

wobei @y die Resonanzfrequenz, T die Zeitkonstante und k. der Ubertragungsfaktor ist.

Beim Vergleich der Differentialgleichungen der mechanischen und der elektrischen
Systeme erkennt man die physikalische Analogie zwischen den Potential- und Fluss-
groflen. Die mechanische Kraft entspricht damit der elektrischen Spannung (FU-
System).

Koeffizientenberechnung fiir das FU-System
Ansatz: Die mechanische Kraft soll der elektrischen Spannung entsprechen.
Damit erhalten wir die Umrechnung folgender Gleichung:

F(t) = FU - u(t) (Gl. 1.32)

wobei FU die sog. Umrechnungskonstante ist. Sie hat nach Gl. 1.32 folgende SI-Di-
mension:

dimpu-N-Nm_V-As _As om_ 1 (t)zi.,-(t)
V. V.m V-m m s dimFU FU
(Gl. 1.33)
fiir den mechanischen Weg s(¢) erhilt man mit GI. 1.33:
1 ¢, 1 1 C
t)=——-[i(t)-dt =——-q(t) = — C-u.(t 1) = ——-uc(t
)= a0 = 2 0) = 1 clt) = () = 5
(Gl. 1.34)

wobei ¢(t) die im Kondensator C gespeicherte Ladung ist, welche die Spannung u(2)
bewirkt.
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Die Grundgleichungen fiir das mechanische System lauten:

dv(t)
dz

E(t)=m- ,E(t)=d-v(t), K(¢) = k-s(z) (Gl 1.35)

Die Grundgleichungen fiir das elektrische System lauten:

)= 1S ) = R 0) ) =

0

Q=

Umrechnungen
Aus der Differentialgleichung fiir das mechanische und das elektrische System erkennt
man: Die Masse m entspricht der Induktivitat L (gibt dem System seine Tragheit), die
Federkonstante k entspricht der Kapazitit C (speichert die potentielle Energie), die
Dampfungskonstante d entspricht dem elektrischen Widerstand R. Also gilt mit
Gl 1.32:

dv(t) di(t)

, m-v(t)
——J =-FU-L —Z . =FU-L- L= .1
m— & =" v(t) i(t) = FU-i(0) (Gl 1.37)

Aus GI. 1.33 und Gl. 1.37 erhilt man fiir die Induktivitat die Umrechnungsrelation

L=-"" (GL. 1.38)

weiter gilt dann analog:

o)< FU-R i _d-v() Gl 1.39
d-v(t)=FU-R t(t)iR—FU.i(t) ( )

Aus Gl. 1.33 und Gl. 1.39 erhilt man fiir den Widerstand die Umrechnungsrelation:

R=—2 (GL. 1.40)
(FU)
aufserdem gilt analog:
1 ¢, ds(z) 1 . FU -i(t)
k-s(t)=FU-—-|i(t)-dt > k-——==FU-—-i(t)= C- Gl 1.41
() C '([l() = de C )= k-z/(t)( )

Aus GI. 1.33 und Gl. 1.41 erhilt man fir die Kapazitit die Umrechnungsrelation:

2

(FU) (Gl. 1.42)

C=
k
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Erginzend wird die Umrechnung zwischen mechanischer und elektrischer Impedanz
gezeigt. Setzt man in die Gleichung fiir die elektrische Impedanz die Gl. 1.33, erhalt
man:

u(t) 1 F() 1 E(t

Zy=——Z . omit Z . = (Gl 1.43)
©(puy T v(?)

Fiir die Festlegung der Umrechnungskonstanten FU hat man verschiedene Moglich-
keiten. Bei rein mechanischen Systemen wird im einfachsten Fall FU = 1 gewihlt. Sollen
die elektrischen Bauteile in bestimmten Wertebereichen liegen, wird FU entsprechend
angepasst. Liegt eine Kopplung zwischen einem mechanischen und einem elektrischen
System vor, ist FU so zu wihlen, dass sie der Kopplung entspricht.

Erginzend wird hier noch darauf verwiesen, dass anstelle des FU-Systems auch ein
FI-System fur den Aufbau einer elektrischen Ersatzschaltung verwendet werden kann.
Die Analogie zwischen Mechanik und Elektrotechnik kann in der Mechatronik gut aus-
genutzt werden. Mechanische Teilsysteme, die mit elektronischen Teilsystemen ein
mechatronisches Gesamtsystem bilden, konnen mit elektrotechnischen Simulatoren
(z.B. SPICE) umfassend simuliert werden, indem man dquivalente elektrische Bau-
elemente verwendet und die so gewonnene elektrische Ersatzschaltung mit den nach-
folgenden elektronischen Schaltungen zu einer Gesamtschaltung (Gesamtmodell) zu-
sammenfiigt und komplett simuliert.

~—

mech —

1.4  Aufstellung und Losung linearer Differentialgleichungen
im Frequenzbereich

1.4.1  Euler-Transformation

Als Testsignale werden sehr oft sinusformige Signale eingesetzt, da sie technisch sehr
einfach zu erzeugen sind. Sie haben bei schnellen Systemen grofle technische Vorteile
gegeniiber anderen Testsignalen. Die direkte Losung von linearen Differential-
gleichungen im Zeitbereich erfordert — auch bei Verwendung einer sinusformigen Test-
funktion — immer noch einen groflen Rechenaufwand. Man kann hier vorteilhaft die
sog. Funktionaltransformation nach Euler einsetzen. Sie ist aber nur auf lineare zeit-
invariante Differentialgleichungen anwendbar!

Transformationsschema
Q Hintransformation vom reellen Originalraum in den komplexen Bildraum,

Q Berechnung im komplexen Bildraum,
Q Riicktransformation in den reellen Originalraum.
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1.4.2  Aufstellen und Losen linearer Differentialgleichungen fiir
harmonische Vorgiange

Wir wollen nun die Euler-Transformation auf eine lineare Differentialgleichung mit
einer kosinusformigen Testfunktion (in der Mathematik Storfunktion genannt) an-
wenden. Fir die Testfunktion gilt:

x.(t) =%, -cos(w-t+¢,) fir £ 20 (Gl. 1.44)

Hintransformation

Die Hintransformation erfolgt nach Euler durch Erganzung mit einem imaginaren Term
(siehe hierzu Mathematik der komplexen Zahlen und Funktionen). Fur die Testfunk-
tion (Eingangssignal des technischen Systems) gilt dann:

x,(t) = %, - cos(@ - t + @, ) —ransformation
Ee(t) =%, .cos(a).t+(pe)+j.5¢e -sin(a)~t+ ‘Pe) (Gl 1.45)
Fiir die Ausgangsgrofie gilt nach dem oben Gesagten:

x,(t) = %, - cos(w -t + ¢, ) —ansformadion__, (Gl. 1.46)
x,(t) =%, cos(w-t+¢,)+j X, -sin(w-t+¢,)
wobei j der imaginire Einheitsvektor ist. Die komplexen Grofsen werden immer durch
Unterstreichungen gekennzeichnet. Fiir die Transformation der linearen Differential-

gleichung gilt dann:

"'+a§ ’Xa(t)-'—al 'Xa(t)-'—ao Ea(t) =
o+ b3 & (£)+ by &, (£) + by - x,.(2) (Gl. 1.47)

Berechnung im komplexen Zahlenraum (Bildbereich)
Umformung und Losung der linearen komplexen Differentialgleichung im Bildbereich.
Nach EULER gilt:

cos(w-t+¢)tj-sin(w-t+¢)=exp[tj- (-1 +9)] (Gl. 1.48)
Aus Gl. 1.48 in Gl. 1.45 und Gl. 1.46 erhilt man:

x(t) =%, -exp[j-(@-t+¢,)] und x,() =%, -exp[j-(@-t+¢,)] (Gl 1.49)

nun bildet man die zeitlichen Ableitungen der komplexen Funktionen Gl. 1.49, es gilt:
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x(0)=j 0 % -explj-(0-t+¢,)] =] - x,(t)
i) =(-0) z expli-(@-t+9,)] = (o) x(t) (GL. 1.50)
und
x,()=j-0-%, explj-(0-t+9,)]=j -0 x,(t)
i,(t)=( ) %, -exp[i-(0-t+9,)]=(-0)  x,(t) (GL. 1.51)

Gl. 1.49, Gl. 1.50, Gl. 1.51 eingesetzt in Gl. 1.47 ergibt eine lineare algebraische kom-
plexe Gleichung:

(o) x, () +ag - x,(1) =

tal (o) x, () +a
by (- @) x,(£) +by - x,(£) (GL. 1.52)

by (@) x (1)

Die algebraische Losung der Gl. 1.52 ergibt die komplexe Ausgangsfunktion x,(¢):

_ by (- @) +b, - (j- @)+ b, _

...+a24(j~co)2+al4(j~a))+a0

x,(t)

x,(t) (GL. 1.53)

1.4.3 Komplexer Frequenzgang

Komplexe Drehzeiger
Es werden nun komplexe Drehzeiger fir die Eingangsgrofle x.(¢) und die Ausgangs-
grofSe x,(t) eingefiihrt und in den Bildern 1.11a, b grafisch dargestellt.

E(j-o) = x,(t) _...+b, (j-@)’ +b,-(j- @) +b, Gl 1sa
B &e(t) ...+a§'(j~w)2+al.(]'.w)+ao

Berechnung des Frequenzganges aus der komplexen Zeigerdarstellung

Im eingeschwungenen Zustand ist der komplexe Frequenzgang F(j - w) definiert als
Quotient der komplexen AusgangsgrofSe zur komplexen Eingangsgrofle. Er ist in Bild
1.11c¢ grafisch dargestellt. Es gilt damit fur die direkte Berechnung des Frequenzganges
aus der komplexen Zeigerdarstellung:

F(jw):’—“—(t) (GL. 1.55)
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setzt man Gl. 1.49 in Gl. 1.55 erhilt man fiir den Frequenzgang;:

>€>|><>

E(j-@) = 2= -exp(j-9) mit ¢ =@, -, (GL 1.56)
wobei ¢ die Phasenverschiebung zwischen der Eingangs- und der Ausgangsgrofse dar-
stellt.

1.4.4  Ortskurve

Der Frequenzgang ist eine komplexe Funktion, deren Verlauf man in der komplexen
Ebene darstellt. Diese grafische Darstellung heifst Ortskurve (Bild 1.12). Die unabhin-
gige Variable dieser Funktion ist die Kreisfrequenz @, ihr Wertebereich reicht von 0°...oo.
Will man die Ortskurve aus dem Frequenzgang (Gl. 1.54) ermitteln, wird der komplexe
Ausdruck in Realteil (Re) und Imaginarteil (Im) zerlegt und fur die jeweilige Kreis-
frequenz w in die komplexe Ebene tibertragen. In Bild 1.11c wurde dies bereits ver-
anschaulicht.

E(j- ) = Re{E(j- )} +j - Im {E(j- )} (GL 1.57)

Mit Gl. 1.57 ist die Ortskurve konstruierbar, indem man verschiedene w-Werte einsetzt
und die damit errechneten Punkte in die komplexe Ebene einzeichnet. Die Verbin-
dungslinie der Punkte ist dann die Ortskurve (s. Bild 1.12). Der Fahrstrahl, vom Ko-

Im xe(t)
System
X0 F(-o) % 5 Xa(t)
@ — > Re
(b)
Re(F(j-»)) _
m > Re
Im(F(j-»))
F(j-w)
-Im
Y
(©)

Bild 1.11 a) Blockbilddarstellung des Frequenzganges: b) komplexer Ein- und Ausgangszeiger,
¢) ein Wert des komplexen Frequenzganges
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