Vorwort

Die Warmetibertragung ist durch die Verschiedenheit der Anwendungsmoglichkeiten und
Ubertragungsformen ein so komplexes Gebiet, dass es entweder sehr spezifisch theoretische
oder aber nur praxisorientierte Abhandlungen hierzu gibt. Hinzu kommt, dass oftmals mehrere
Ubertragungsformen an einer Stelle auftreten kénnen. In diesem Buch werden einheitliche
Grundlagen fiir die verschiedenen Formen verwendet. Mit ihnen ldsst sich die Warmetibertra-
gung (mit Ausnahme der Warmestrahlung) auf die Wéarmeleitung in der thermischen Grenz-
schicht zuriickfiihren. Somit kann mit den Gleichungen der Warmeleitung und der Grenz-
schichtdicke der Warmetibergang einheitlich dargestellt werden.

Mit den angegebenen Ableitungen und Gleichungen wird es auch leicht fallen, Probleme, die
noch nicht ganz allgemein zufrieden stellend geldst sind, wie z. B. die Verdampfung im horizon-
talen Rohr, auf den angegebenen Kenngrofien aufzubauen, wobei die Konstanten durch Ver-
suche ermittelt werden.

Dieses Buch ist fiir Studierende an Universitdten und Fachhochschulen der Fachrichtung Ma-
schinenbau, Verfahrenstechnik, Elektrotechnik und Bauwesen sowie fiir Techniker in hoheren
Semestern und den in der Praxis tatigen Fachleuten im Anlagen-, Apparate- und Warmeaustau-
scherbau gedacht.

Neben den Grundkenntnissen der Mathematik, Strémungs- und Warmelehre sind keine be-
sonderen Grundlagen fiir das Verstdndnis des Buches erforderlich.

Die aufgefiihrten Gleichungen erlauben es dem Anwender, die in Studium und Beruf auftre-
tenden Probleme der Wéarmetibertragung zu 16sen.

Da es oftmals etwas schwer fallt, die richtigen Gleichungen fiir einen speziellen Anwendungs-
fall zu finden, wurden am Schluss des Buches die wichtigsten Gleichungen nochmals tabella-
risch zusammengefasst und bei der Warmeleitung ein Berechnungsschema fiir die Warme-
dammberechnungen angegeben. Aufgaben am Ende der Kapitel simulieren praktische Problem-
stellungen und vermitteln Losungswege.

Insbesondere durch den in der Praxis immer wieder zu bestimmenden Temperaturverlauf an
Stédben und Stiitzen sowie nach der Suche einer einfachen Potenzgleichung fiir den Warmeiiber-
gang in Rohren wurde diesen beiden Punkten besondere Aufmerksamkeit gewidmet.

Mit den zu erarbeitenden Kenntnissen aus diesem Buch wird es dem Anwender erleichtert,
die umfangreicheren Gleichungen im Standardwerk der Warmetibertragung, dem VDI-Warme-
atlas, zu verstehen und anzuwenden.

Dem Vogel Buchverlag danke ich fiir die gewohnt hervorragende Zusammenarbeit.

Resonanz zum Buch und den vermittelten Themen ist mir stets willkommen, weil ein lebendi-
ger Wissensaustausch Forschungs- und Lehrbetrieb immer wieder motivieren und inspirieren
kann.

Den schnellsten Kontakt erfiillt eine E-Mail an: wagner@wts-online.de

St. Leon-Rot Walter Wagner
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Formelzeichen und Einheiten

Die nachfolgenden Zeichen werden grundsatzlich angewendet, wobei Abweichungen und Ergdnzungen von
diesen Formelzeichen jeweils bei den entsprechenden Gleichungen oder Bildern genannt sind. Nach Mog-
lichkeit wurde die in den DIN-Normen bzw. im VDI-Warmeatlas bereits eingefiihrten Zeichen verwendet.

Formel- Bedeutung Einheiten Bemerkung
zeichen
A Flache, Querschnittsfliche, Austauschfliache m?
C Strahlungskonstante W/ (m2 -KY
C, Strahlungskonstante des schwarzen Korpers W/(m?- K% C,=567-10"°
C Integrationskonstante -
D Durchmesser m
D Diffusionskoeffizient m?/s
E Energie
F Kraft
G Gewichtskraft N G=M-g
K Konstante -
L Lénge m
M Masse kg
M Massenstrom kg/s
Q Wiérmemenge ] 1J=1Ws
0 Warmestrom w 1W=]J/s
R Radius m
R, Wairmewiderstand m?-K/W
T Temperatur, thermodynamisch K
u Umfang m
v Volumen m®
1% Volumenstrom m®/s
W Wirmekapazitatsstrom W/K W=M-c
X Martinelli-Parameter -
a Temperaturleitfahigkeit m?/s a= %
a Absorptions- oder Emissionskoeffizient -
b Breite m
b Wairmeeindringkoeffizient Ws'/2/(m? - K) b=+\4-0-c
c Wairmekapazitit, spezifisch J/ (kg - K)
<, Wairmekapazitit bei konstantem Druck J/ (kg - K)
c, Wairmekapazitét bei konstantem Volumen J/ (kg - K)
¢ Widerstandskoeffizient -
G Stoffmengenkonzentration -
d Durchmesser m
d, Hydraulischer Durchmesser m
d, Blasenabreifidurchmesser m
f Faktor, Funktion -
f Frequenz Hz 1Hz=1/s
g Fallbeschleunigung m/s? g=9281
h Hohe m
Ah, spezifische Verdampfungsenthalpie J/kg

k Wirmedurchgangskoeffizient W/(m? - K)



12 Formelzeichen und Einheiten

Formel- Bedeutung Einheiten Bemerkung
zeichen
l Linge m
m Massenstromdichte kg/ (m?- s)
n Rohranzahl -
P Druck Pa 1Pa=1N/m?
q Wairmestromdichte W/m?
r Radius m
s Schichtdicke, Wanddicke, Abstand m
t Zeit S
t Teilung m
v Volumen, spezifisch m?/kg v= %
w Geschwindigkeit m/s
w, wirksame Geschwindigkeit m/s
w Anstromgeschwindigkeit m/s
X Dampfziffer -
X laufende Koordinate m
y laufende Koordinate m
z laufende Koordinate m
a Wairmeiibergangskoeffizient W/(m?- K)
a Absorptionsverhaltnis -
p raumlicher Warmeausdehnungskoeffizient 1/K
B Winkel grd, Bogenmaf3
p Stofftibergangskoeffizient - p= 62
o Grenzschichtdicke m °
o Richtabstand m
£ Emissionsverhiltnis -
€ Porositat -
n dynamische Viskositit Pa-s n=v-Q skgr;n
n Wirkungsgrad -
9 Temperatur, Celsius °C
A Warmeleitfahigkeit W/(m - K)
A Wellenldnge um
v Kinematische Viskositét m?/s v=n/o
3 Widerstandskoeffizient -
0 Dichte kg/m’
o Spannung N/m?
o Oberflachenspannung N/m
T Schubspannung N/m?
[0} Einstrahlzahl -
Q Schutzschicht- und Verschmutzungsfaktor -
P Hohlraumanteil -
(] dimensionslose Temperaturdifferenz -
D Winkel grd, Bogenmaf3
Vorzeichen
A Differenz
d differentiell
0 partiell
z Summe
Ik Integral
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Formel- Bedeutung Einheiten Bemerkung
zeichen
Exponenten
auf die Zeit bezogene Grofle
A maximal
v minimal

, Eintrittstemperatur, Wirkgrofe, Fliissigkeit
P Austrittstemperatur, Dampf

- Mittelwert

~ Molare Grofie

Indizes

A Austritt

B Blasenverdampfung

D Dampf

D Diffusion

E Eintritt

Fl fliissig

Gr Grenzschicht

Konv Konvektion

L Lange, Plattenldnge

R Rippe

St Staub

Str Strahlung

\Y Wand, Werkstiick

WT Wirmetauscher

a auflen, Anlauf

d Durchmesser

fl fluchtend

g gasformige Phase

geg Gegenstrom

ges Gesamt

gl Gleichstrom, gleichwertig
gr grofle Temperaturdifferenz
i innen, Reihenfolge

kin kinematisch

k1 kleine Temperaturdifferenz
kreuz Kreuzstrom

krit kritisch

1 fliissige Phase

lam laminare Stromung

log logarithmisch

m Mittelwert

n Normzustand, Normalrichtung, Reihenfolge
) Bezug auf Oberflache

red reduziert

s feste Phase, Siedezustand, Spalt
senkr senkrecht

turb turbulente Strémung

u Umgebung

vers versetzt

waager waagerecht

zph 2-Phasen-Stromung
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Formel- Bedeutung Einheiten Bemerkung
zeichen
B Winkel
9 thermisch
T Widerstand, Reibung
0 Anfangswert
1 Anfang, Eingang
2 Ende, Ausgang
00 unendlich, Umgebung
Kenngrofien
Kurzzeichen Benennung Formel
Ar ARCHIMEDES-Zahl Ar = g BN =Ga- %
w, o}
Bi BroT-Zahl Bi = O‘TS
Fo Fourigr-Zahl Fo = a—j
s
2
Fr FrROUDE-Zahl o =Y
g-L
73 2
Ga GALILEI-Zahl Ga = 8 ZL = R
% Fr
. 3 . .
Gr GRASHOF-Zahl Gr =8 L f A9 =Ga-f-A9
v
Gz GRAETZ-Zahl Gz =Re-Pr- 1 =Pe- i - d
L L a
Le Lewrs-Zahl Le =2
D
I3
Ra RAYLEIGH-Zahl Ra =Gr-Pr= ga = -B-A9
Nu NugeLT-Zahl Nu =a- %
Pe PEcLET-Zahl Pe =Re-Pr= wa- L
-(9.-9
Ph Phasenumwandlungszahl R ( Ash w)
n-c .
Pr PRANDTL-Zahl pr =2X= p_Y0:¢C
a A A
NTU Number of Transfer Units NTU = k—A
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Kenngrofien
Kurzzeichen Benennung

Formel

Re REYNOLDs-Zahl
Sc ScHMIDT-Zahl
St STANTON-Zahl
Sh SHERWOOD-Zahl

Re = = =
v n n

14

Sc =D
St =Nu/(Re Pr)=—"
N T o-w-c
P

R

6D

Zur eindeutigen Bezeichnung einer Kenngrofie gehéren Angaben dartiber, wie die kennzeichnenden Grofien
definiert und auf welche Temperatur die Stoffwerte bezogen sind.
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1 Einleitung

Unter Wirmeiibertragung ist der Energietrans-

port zu verstehen, der zwischen Festkorpern,

Fliissigkeiten oder Gasen unterschiedlicher

Temperatur von der hohen zur niedrigen Tem-

peratur erfolgt. Er ist somit auf einen Aus-

gleich der Temperaturen gerichtet.

Dabei kann Warme auf 3 Arten iibertragen
werden: durch Leitung, Konvektion und
Strahlung.

1. Wiirmeleitung ist der molekulare, von Stoff-
teilchen zu Stoffteilchen erfolgende Trans-
port von Wiarme unter der Wirkung eines
Temperaturgefilles. Die mittlere Lage der
einzelnen Teilchen zueinander kann dabei
unverdndert bleiben, wie bei Festkoérpern,
oder veranderlich sein, wie bei Fliissigkei-
ten und Gasen.

2. Die Konvektion ist ein Warmetransport-
mechanismus in Fliissigkeiten und Gasen,
wobei durch makroskopische Stromungs-
vorgange Warme in Form von innerer Ener-
gie von einem Ort zum anderen beférdert
wird. Man spricht von freier Konvektion,
wenn die Bewegung aufgrund von Dichte-
unterschieden (Aulftrieb) als Folge von Tem-
peraturunterschieden hervorgerufen wird
und von erzwungener Konvektion, wenn die
Stromung durch duflere Einwirkung (z.B.
Ventilatoren, Pumpen) verursacht wird.

3. Ein dritter Warmetransport resultiert aus
der Wirmestrahlung. Festkorper, Flussigkei-
ten und Gase kénnen thermische Energie in
Form elektromagnetischer Wellen &hnlich
der Lichtstrahlung aussenden und durch
Absorption mehr oder weniger aufnehmen
und in innere Energie umwandeln. Ist das
Medium zwischen den im Strahlungsaus-
tausch stehenden Korpern strahlungs-
durchlassig, wie z.B. Luft, so hat dessen
Temperatur keinen Einfluss auf den auch
hier vom warmeren zum kélteren Korper
als Warme fliefenden Energiestrom. Der
Wellenlangenbereich fiir die Warme- oder
Temperaturstrahlung liegen im Ultrarot-
bereich zwischen 0,1 um und 1000 um.

Die Warmeiibertragung in festen Kérpern
geht im Wesentlichen durch Leitung vor sich,
teilweise aber auch durch Strahlung bei aus-
reichend durchldssigen Stoffen. In fliissigen
und gasférmigen Stoffen sind alle 3 Ubertra-
gungsarten beteiligt, die jedoch verschiedenen
GesetzmaBigkeiten unterliegen.

Die Warmeiibertragung von einem fliissi-
gen oder gasformigen Medium zu einem fes-
ten Korper, z.B. zwischen Luft und einer
Wandoberflache, wird als Wirmeiibergang be-
zeichnet. Sie erfolgt tiberwiegend durch Kon-
vektion und Strahlung.

Wird Warme zwischen Gasen oder Fliissig-
keiten (Fluiden) durch einen Korper hindurch
iibertragen, z.B. durch eine Wand, so wird
dies als Wiirmedurchgang bezeichnet. Der War-
medurchgang setzt sich zusammen aus den
Waérmetibergdngen an den beiden Wandober-
flachen und der Warmeleitung in der Wand.

Bei Wérmetibertragungsvorgangen ist zwi-
schen

zeitlich unverdanderlichen oder stationdren
' und zeitlich verdnderlichen oder instatio-
e nairen
|

Vorgiangen zu unterscheiden. Im ersten Fall
bleiben die Temperaturen an jeder Stelle des
betrachteten Mediums und damit auch die
Wairmestrome zeitlich konstant. Dies wird als
stationirer Zustand bezeichnet.

Zeitlich verdnderliche Warmetransportvor-
ginge erfordern einen grofleren Rechenauf-
wand, so dass i.Allg. auf das Literaturver-
zeichnis verwiesen werden muss. Einige
wichtige Fille werden in Abschnitt 2.3 behan-
delt.
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Grundgleichungen fiir die stationire

Wirmeiibertragung

Wirmeaufnahme

Wiarmemenge: Q=M -c-A9 in(J) (GL 1.1)
s oA Q (]

Warmestrom: Q = 5 in P W) (GL 1.2)

Wairmestromdichte: 4, = AE in <ﬂ2> (Gl. 1.3)
1 m

Warmetransport
Warmeleitung (Bild 1.1)
A

Q, :$~A~(91 -9) (GL 1.4)

A .

) %

Aoy
/s
_ 7

Bild 1.1 Waérmeleitung

Waérmeiibergang (Bild 1.2)

Q,=a-A-(9—9y) (GL 1.5)

Bild 1.2 Waérmetibergang

Waérmestrahlung (Bild 1.3)

err.Lz =C, A (T% - T;)

¥4

Qstr,1 2

Bild 1.3 Waérmestrahlung

T = 9+ 273,15 (K)

(GL 1.6)



2 Wairmeleitung

21 Stationdre Warmeleitung

Wairmeleitung ist der molekulare Warme-
transport in festen, fliissigen oder gasférmigen
Medien unter dem Einfluss einer Temperatur-
differenz. Wird der Warmetransport dauernd
aufrechterhalten durch Zufuhr von Warme, ist
dies der technisch haufige Fall der stationdren
Wiarmeleitung, z. B. in Warmetauschern.

Die Wiarmemenge durch Warmeleitung
wird durch die Gleichung;:

09
IQ__,1.A.t.ax

beschrieben, in der 4 die Warmeleitfahigkeit
des von der Warme durchstromten Stoffes, 9
die Temperatur, A die isothermische Flache
und 09/0x der lokale Temperaturgradient ist.
Durch den Querschnitt A eines festen Kor-
pers (Bild 2.1), wobei die Querschnittsflache
wesentlich grofier ist als die Umfangsflache,
stromt stationdr in der Zeit t nach dem Fou-
RIERschen Gesetz die Warmemenge Q:

T

(GL 2.0)

v
Temperatur
> Q
o A A
1G
™ do
192

dx

Dicke x —

X4 X,

Bild 2.1 Waérmeleitung durch eine ebene Wand

d9
sz,‘t.A.t.a

(GL.2.1)
Hierin ist d9/dx das Temperaturgefalle in
Richtung des Warmestromes und A die War-
meleitfahigkeit. Diese ist abhdngig von der
Art des Mediums und von der Temperatur.

Der Wirmestrom Q ist gleich dem Quotienten
aus Warmemenge pro Zeit:

v _Q d9
IQt A A dx

Bei der Berechnung wird vorausgesetzt, dass
eine Temperaturdifferenz nur in einer Rich-
tung vorhanden ist, in den hierzu senkrechten
Ebenen die Temperatur aber konstant ist.

(GL 2.2)

Den flachenbezogenen Warmestrom bezeich-
net man als Warmestromdichte 4:

[

(Gl.2.3)
und mit Gl. 2.2 erhilt man:
. d9
g= —/1~a (Gl.2.4)

Wenn man einen Stoff mit temperaturabhangi-
ger Wairmeleitfahigkeit 4 =f(9) zugrunde
legt, erhdlt man durch Trennung der Variab-
len

x=s 9,
g [ dx=-[A9)d9

x=0 9,

und Integration:

1%
G=—— [A9)d9
591
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Fiihrt man eine mittlere Warmeleitfahigkeit

A, , im Bereich zwischen den beiden Tempera-
turen 9, und 9, ein, erhilt man mit:

(GL 2.5)

die Warmestromdichte zu:

. 1,2
Iq: 5 '(‘917‘92)

Siehe Aufgabe 2.1

>

(GL 2.6)

211  Wirmeleitfahigkeit

Die Warmeleitfahigkeit ist ein molekularer
Vorgang, der in einem Austausch kinetischer
Energie von einem zum anderen Molekiil be-
steht.

Metalle

Bei Metallen erfolgt die Warmeleitung neben
den Molekiilschwingungen durch Elektronen-
strome, die das Leitvermdgen erhohen. In sol-
chen Stoffen sind die Elektronen nicht an ei-
nem festen Platz gebunden, sondern wandern
im Gitterverband umher (etwa wie die Mole-
kiile in einem Gas). Dies ist der Grund dafiir,
dass elektrische Leiter wesentlich groflere
Wirmeleitfahigkeiten besitzen als elektrische
Nichtleiter. Die Warmeleitfahigkeit betragt bei
20 °C ndherungsweise:

IS % W/(m - K) (GL.2.7)
mit:

%, elektrische Leitfahigkeit (1/(R - m))

T absolute Temperatur (K)
Grofienordnung: A =10 ... 500

Gase und Dampfe

In Gasen bewegen sich die Molekiile mit gro-
Ber Geschwindigkeit frei im Raum und tiber-
tragen Warme als Schwingungs-, Rotations-
und Tanslationsenergie. Die Warmeleitfahig-

keit hangt daher mit der spezifischen Warme-
kapazitit ¢, und der Viskositédt # zusammen.
Groflenordnung;:
A=0,01...0,025

mit Ausnahme von H, und He.
Die Warmeleitfahigkeit betrdgt bei Driicken
von etwa 0,1 bis 10 bar sowie bei 20 °C nahe-
rungsweise:

9_ =

=~ . . H
Aagoc 1 % 3

W/(m-K)  (GL28)

mit:

% Isentropenexponent

¢, spezifische Warmekapazitat bei konst.
Druck

n dynamische Viskositat (Pa - s)

Fliissigkeiten
GroBenordnung;:
Organische Fliissigkeiten

A=01...02 W/(m-K)
Wasser, NH; und andere polare Fliissigkeiten
A=02...06 W/(m-K)
A=1 4W/(m-K)
A=10 ...100 W/(m - K)

Salzschmelzen
Metallschmelzen

Die reine Warmeleitung tritt nur in Koérpern
auf, in denen sich die Teilchen des Korpers
nicht bewegen. In Gasen und Fliissigkeiten
kommen solche unbewegten Schichten selten
vor und dann nur in engen Spalten und Kana-
len, in denen die Reibung mégliche Bewegun-
gen stark hemmt und natiirliche Konvektion
unterdriickt.

In Bild 2.2 ist fiir die verschiedenen Materia-
lien zur Ubersicht die Abhéngigkeit der War-
meleitfahigkeit von der Temperatur 1 = f(9)
dargestellt, und in den Tabellen 11 im Anhang
sind die Zahlenwerte angegeben.

212  Wirmeleitung durch eine

ebene Wand

Durch eine ebene Wand ergibt sich gemaf der

Bild 2.2 Warmeleitfahigkeit A der wichtigsten
Stoffe in Abhéngigkeit von der Temperatur
(Gase bei 1 bar) >
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Grundgleichung 2.1 eine Warmestrom von:

. d9
Q,_,l.A.a
mit:
Q-dx=-1-A-d9

erhilt man bei : A = konst.

. 9,
Qx|'=-21-4-9

1 91

X
X

sowie mit: x, —x; =s

IQ%'A'(91_92)

Ebene Wand mit mehreren Schichten
Fiir jede Schicht (Bild 2.3) ist der Warmestrom
gleich. Es gilt somit:

(GL 2.9)

. A

1.Schichtt Q=-1-A-(9,-9,)
51
. . A

2. Schicht: Q= é A (9,-9,)
. A

3. Schicht: Q= 5_3 CA-(9,-9)
3
. LA,

n. Schicht: Q = ; CA(9,-9..))

Durch Umformen erhilt man die Temperatur-
differenzen zu:

91—92:%%
92—93%;—2
93—9n:% ;—Z
9 g Q.5

Temperaturdifferenzen addiert ergeben:
91 =90 =09, =9) + (9% -9)
+ (93 - 911) + (gn + 9n+1)

und schliefdlich:
g _Q (s 5 8 5
A=y (zﬁzﬁzﬁxn

n+1

P P PR VA

S, S, .S, |s

Dy

Bild 2.3 Warmeleitung durch eine mehrschichtige
ebene Wand

und damit der gesuchte Warmestrom aus der
Gesamttemperaturdifferenz zu:

. A-(9, -9
Q= gl S“H)S (Gl. 2.10)
.22, 38,4 n
Mo Ay Ay Ay
213  Wirmeleitung durch einen

Hohlzylinder

Wiéhrend bei der ebenen Wand die Wéarme-
durchgangsflache konstant war, ist die
wiérmedurchstromte Fldche beim Rohr an je-
dem Radius verschieden A = f(r). Der War-
mestrom selbst muss jedoch konstant sein
(Q = konst.), und man erhlt fiir eine beliebige
Stelle im Zylinder (Bild 2.4):

: d9

Q=-1-A dr
mit:t A=2-r-mw-L

(L Zylinderlange)

ergibt sich:

: d9
und umgeformt erhdlt man die Differential-
gleichung:

g_ 2.m-L

7




die durch Integration in den Grenzen von 7,
bis r, ergibt:
r . . 9
Inr ":7/1~2 n L~9 !
T, Q 9,

i

2-m-L

Inr, —Inr,=—-1- -(9,-9)

a 1

und schliefslich:
In ta_ 1. 2-mw-L
% Q
Der gesuchte Warmestrom durch den Hohl-
zylinder betragt hiermit:

(9,-9,)

(9,-9,) (G 2.11)

In 2

T.
i

Man kann auch diese Gleichung 2.11 auf die
Grundform der Gleichung der ebenen Wand
(GL 2.9) umformen, indem man einen Faktor
fr einfiihrt, der sich aus der Gleichsetzungen
von Gl 2.9 und GI. 2.11 ergibt, wobei als Be-
zugsflache die Aulenfliche gewahlt wird:

A 2-mw-L

forg A9, =9) =4 (9,-9,)
In fa

. r
mit '
‘91 - ‘92 - 91 - 9a
s =r,—1
A =A,=2-m-r,-L
wird
o= Ta Tl (Gl 2.12)

7, In—*

Damit erhalt man:
0= % Fo A (9,-9) (GL. 2.13)

Wird der Rohrfaktor f; =1 gesetzt (ebene
Wand), dann ergibt sich ein Fehler von:

Fehler = (1 —£,) - 100 (%) (GL. 2.14)

Hohlzylinder aus mehreren Schichten

Auch hier gilt, wie bei der mehrschichtigen ebe-
nen Wand, dass der Warmestrom in jeder
Schicht konstant sein muss, und es ist (Bild 2.5):

Stationare
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RN

Z
-~

> Q

\

L = Zylinderlange

Bild 2.4 Warmeleitung duch einen Hohlzylinder

L = Zylinderlange

Bild 2.5 Warmeleitung durch einen

mehrschichtigen Hohlzylinder
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. A, -2-m-L
1. Schicht Q=%~(9ﬁ9z)
In-2-
r
Ay -2-m-L
2.Schicht Q=22 rn (9, -9;)
In—2-
T
Ao2-m-L
3.Schicht Q ==2 rn (9;-9,)
In=-
T3
. A -2-m-L
n. Schicht in' (CAR Y
rn+1
In p

Die Temperaturdifferenzen erhélt somit durch
Umformen:

J lnr—2
— — 1
% =9 2.m-L A
. lnr—3
9,-9, =2 "
273 2.m-L A,
Q ln:—“
_g9g - 3
9 =% 2-;w-L 2
. In n+1
Q "
9n_9n+1:2,n_L' /,i'n

Durch Addition der Temperaturdifferenzen
zur Gesamttemperaturdifferenz:

Q
‘91 - ‘9n+1 2.1 L
ln:—2 ln:—3 ln:—3 lnr’;—+1
) 1 2 3 n
< A - Ay - Ay " Ay >

Der Warmestrom ergibt sich daraus in GI. 2.15:

214  Wirmeleitung durch eine

Hohlkugel

Auch bei der Hohlkugel gilt das gleiche
Grundgesetz wie bei der ebenen Wand bzw.
bei den Hohlzylindern:

d9
O=-1-A- O
mitA=4 -7 7
ergibt sich:
d9
_ 2
O=—1-4-m-r ar

die Differentialgleichung

d 4.
A AT
r Q
und durch Integration in den Grenzen von In-
nen- zu Aufienseite:
1 4. 9%
B [ T L
r r Q 9;

den Warmestrom zu:

[

9,-9) (Gl 2.16)

r

Der Wéarmestrom in einer Hohlkugel nimmt
hierbei eine Sonderstellung ein. Wird der Au-
Benradius unendlich groff (r, — oc), dann
wird im Gegensatz zum Warmestrom Q nicht
0, sondern erreicht einen Mindestwert von:

IQ':/I-4~n4ri~(9i—9a) (GL 2.17)

Hohlkugel mit mehreren Schichten

Hier gilt ebenfalls die Ableitung wie bei der
mehrschichtigen Wand bzw. dem mehrschich-
tigen Hohlzylinder, und man erhalt schlieSlich
die Gesamttemperaturdifferenz:

2-7-L-(9,-9,.,)

I.-

1
1 r, 1 ry 1 T,
I Z ln—1+/.T ln—JrT ln—wL

A,

rn+1

1 -In

(GL 2.15)

n




Q (1 /1 1 1
e (3G

den Warmestrom in Gl. 2.18:
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(GL 2.18)

21.5  Beriicksichtigung von Wirme-
Ubergangswiderstinden bei der

Wirmeleitung

Dieser in der Praxis sehr haufig zu losende
Fall soll hier bereits behandelt werden.

Bei dem Warmedurchgang durch eine ein-
oder mehrschichtige Wand ergibt sich durch
den Warmeiibergangskoeffizienten a von den
Begrenzungsfldchen zu den umgebenden Me-
dien ein zusétzlicher Widerstand.

Die Bestimmung von a erfolgt in Kapitel 3.
Hier soll der Warmetibergangskoeffizient «
gemaf Bild 2.6 nur formal eingefiihrt werden.
Eintrittsseite:

Q=qa, 'A'(gFl,l -9)

Austrittsseite:

Q=0,-A-(9 - 'gFLz)

Erganzt man nun die Temperaturdifferenzen
von Abschnitt 2.1.2 mit den Differenzen aus
dem Warmeiibergang, ergibt sich analog;:

Q1
F1,17‘91:Z'071
und

0 1
937‘9}:1,2 Z'OT

Gesamttemperaturdifferenz wird damit:
_ 1 51 5y
On1 =92 = (al AT AT, A
1 .
+ a ~A) Q

2

|
|
|
| |
— I
Medium 1 | IMedlum 2

S, = S, [«—

Bild 2.6 Warmedurchgang von Medium 1 zu
Medium 2 durch eine mehrschichtige Wand

Analog zum elektrischen Grundgesetz
AU =R -1

bezeichnet man den Klammerausdruck als
Wirmewiderstand R,

IAQ_R9~Q

Fir die ebene mehrschichtige Wand ergibt
sich mit Gl. 2.10:

(GL 2.19)

1 15 s, 1
R, = o ~A+(Z§;Z>+%7~A (Gl. 2.20)

i=

Fiir den mehrschichtigen Hohlzylinder mit
Gl 2.15:
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. — 1.2.21
a r.-2-m-L G )

1 B Tin1 1
+(2~n~LZ/1i = )+aa‘ra~2~n~L

i=1 i

Fir die mehrschichtige Hohlkugel mit Gl
2.18:

(GL 2.22)

Zeichnerische Bestimmung der
Temperaturen an den Grenzstellen

Aus der Basisgleichung fiir den stationdren
Warmestrom

A9

Q= R = konst.

leitet sich ab, dass die Temperaturdifferenzen
A9 der einzelnen Schichten in konstantem Ver-
héltnis stehen zu den zugehorigen einzelnen
Warmewiderstinden R, gemifs Bild 2.7. Es
ist zu beachten, dass die Schichtdicke nicht
mafistablich als Langen dargestellt sind, son-
dern als Wirmewiderstinde mit der Einheit
(K/W).

Siehe Aufgabe 2.2

Rod Rs1

22 Wirmeleitung mit gleich-
zeitigem Warmeiibergang
an der Oberfliche

Bei der reinen stationdren Warmeleitung stellt
sich ein Temperaturgradient gemafs der
Grundgleichung Gl. 2.9 ein. Erfolgt jedoch
neben der Warmeleitung in Achsenrichtung
gleichzeitig noch ein Warmetibergang an der
Wandoberfldche (s. Kapitel 3), verdndert sich
der Temperaturverlauf in Achsrichtung we-
sentlich. Dieses Problem tritt z.B. besonders
bei Rippen, Stegen und Stiitzen auf.

Betrachtet man das Stabelement dx in Bild
2.8, ergibt sich folgende Gleichgewichtsbedin-

gung.
Eintretender Warmestrom:
. dd
—_)1- A —=
Q dx

Austretender Warmestrom:

. dQ . do
Qx+dx7Qx_E'dxi_)"A'a

d?9

Hierin ist: % die Steigung (-tanf) und dx
die Schrittweite des Warmestroms (Bild 2.9).

Bild 2.7

Zeichnerische Bestimmung der Temperatur
an den Grenzstellen gemaéfs Bild 2.6 fiir die
mehrschichtige Wand nach Gl. 2.20.

Bei Rohren miissen die Warmewiderstande
gemaf Gl. 2.21 und fiir die Hohlkugel
gemif Gl. 2.22 aufgetragen werden, um
die Temperaturverteilung zeichnerisch

zu ermitteln.

Waéarmewiderstdnde R, ——
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Der Warmetibergang an der Oberfldche zur
Umgebung betragt:

dQ=a-U-dx-(9-9,)

mit: o Warmetibertragungskoeffizient von
der Oberflidche zur Umgebung
und: U Umfang

Aus der Warmebilanz ergibt sich:

Q.x - Qx+dx = dQ
dies fiihrt durch Einsetzen der Warmestrome:
d9 d9 d?9

—a-U-dx-(9-9,)

zu der Differentialgleichung fiir die Stabtem-
peratur:

2
A~A~%:a~u-(9—9‘l)
d9* «a-U
PRy A

Bei konstanter Umgebungstemperatur erhalt
man

mit: A9=9-9,

und

o fa-U
TV AA

schlieflich:
d2A9
I el m? - A9

Die Losung der Differentialgleichung lautet
[2.1]:

A9=C,-e™*+C,-em”

(GL 2.23)

(GL. 2.24)

C, und C, sind die Integrationskonstanten
und kénnen durch die Randbedingungen be-
stimmt werden.

9, 4 d9
9
(L)
AG f
G — — — S
0
0 X ——
O ~— ‘9”
@ 14

le— x —»f dXle—

Bild 2.8 Temperaturverlauf entlang einem Stab
oder einer Rippe

dx
dQ
B
QX Qx+dx
dQ
A ~
A
Qx Qx+dx
dx
X x+dx

Bild2.9 Stabelement mit der Steigung und
Schrittweite des Warmestroms

221  Langer Stab

Randbedingungen

Der Stab sei unendlich lang, so dass am Stab-
ende die gleiche Temperatur herrscht wie in
der Umgebung (Bild 2.10).

1. bei:x =0 ist A9=A9, =9, -9,
2.bei:x w00 ist A9=0
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9

Bild 2.10

Temperaturverlauf an einem sehr
langen Stab (Temperatur am Stabende
9,=9)

} A

TINC
AS,
AS
l 9u o} ,9u,‘92
A
A
ft— X —
X— o0

1
Ergebnis: A9 =AY e™ mit:m= /Z_'U

U = Umfang

Konstantenbestimmung durch die 1. Randbe-
dingung:

A9, =C -e™04C,-em™”

A9, =C, +C,

(mit:e =e™® =1)

Konstantenbestimmung durch die 2. Randbe-
dingung:

0=C-e™>+C,-e™™

C,=0

(mit:e~> =0)

Der Temperaturunterschied am Stabanfang ist
somit: A9, = C,

Damit erhdlt man die Bestimmungsglei-
chung zu:

I A9 =AY, -e " * (Gl. 2.25)

Die e-Funktion kann aus Bild 2.12 enthommen
werden.

2.2.2  Kurzer Stab

Der Stab sei nicht mehr unendlich lang, jedoch
die Warmeiibertragung am Stabende sei ver-
nachldssigbar (Bild 2.11):

Bild 2.11

Temperaturverlauf an einem Stab mit
Ubertemperatur am Stabende (9, # 9,),
jedoch ohne Warmestrom am Ende des
Stabes

‘91
A9 A9 \ 9,
| ot
"9LI ‘9U T
Ergebnis:
-0 Q 2
! cosh (m - (h-x))
AG= Ay cosh (m - h)
la— X —»
h

1 2 o _1/05-U
mit: m= ﬁ
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1.beix = 0ist

AI=A9, =(9,-9,);
wie bei Randbedingung Abschnitt 2.2.1

2.beix = hist
dA9
(&),
x=h

Konstantenbestimmung durch die 1. Randbe-
dingung ergibt wie bei Abschnitt 2.2.1

A9, =C, +C,

Durch die 2. Randbedingung erhédlt man
durch Differenzieren der Gl. 2.24:

dA9
W:—m~Cl~e7m'h+m-C2~em'h:O
(Gl. 2.25)
(mit: A9 =e™>
und Differenzieren: ﬁ =m- em"‘>
dx
m-C e ™h=m.C,-em"
m-h
e
G =G e mh

Durch Einsetzen in das Ergebnis der 1. Rand-
bedingung:

em~h
A9, =C, 'Efm +G,

=G e—mh
und damit:
—m-h
C,= A9, ——

em«h 4 e—m»h

C, erhélt man hiermit zu:

—m-h m-h
e e
C, =A9, - .
1 1 (em-h+e—m-h) e—m-h
und schlieflich:
em-h
C, =AY, -

em-h +e—m-h

Werden die Konstanten C, und C, in die
Hauptgleichung Gl. 2.24 eingesetzt, ergibt sich
fiir die Temperaturdifferenz:

em-h
A9:A91 m-h + —m-h e
e e
—m-h
A9 — mex

—.e
1 em-h +e—m-h

und mit den e-Funktionen:

em~(h—x) +e7ml(h—x)
—m-h

A9 =AY, - ( ) (GL 2.26)

emlh Te

Der Klammerausdruck stellt eine Hyperbel-
funktion dar, und es ergibt sich:

mit: cosh ¢ = % (e? +e7?)

B ~cosh (m - (h — x))
I A= A9y 5eh (m-h)

(GL 2.27)

Ubertemperatur am Stabende
Am Stabende wird die Ubertemperatur mit:
x = hund damit:

coshp=1, (p=m-(h—h)=0)

1

Die Abhangigkeit der Temperaturdifferenz
am Stabende kann unmittelbar aus Bild 2.12a
abgelesen werden.

Bei grofleren Rippenstdrken kann der War-
meiibergang an der Rippenstirnfliche nicht
vernachldssigt werden.
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1,0
0'9-\ \ tan h(m-) | 2)
0,8 \ <
SRRV
0,6 K/\\
\ MR
T 3
04 N
0 // B MR u
0,2 IA‘. \\ 1 —
o1 / emx . N cos himh)
0 2 3 4 5
m-h
bzw. m- x

Bild 2.12a Funktionen fiir die Berechnung;:
1) Temperaturverlauf entlang eines Stabes,
2) Eintrittswarmestrom,

3) Rippenwirkungsgrad 7,

Hierbei lautet dann die Randbedingung;:

x=h; g = a-Ad, und es wird:

cosh(m-(h—x))+ aﬁ -sink(m-(h—x))

A9=AY, -

a .
cosh(m-h) +m~smh (m-h)
(Gl.2.28a)

und somit am Stabende:

1
o

m-A

A8, = A9, -

cosh - (m-h) + -sink (m - h)

(Gl.2.28b)

223  Wiarmestrom am Stabanfang

Am Stabanfang (x = 0) gilt die Bestimmungs-
gleichung fiir den Warmestrom:

. d9
Q=-44 (a)x

Mit dem Differential:
a _
dx —

=0

-m-C e +m-C,-e"?*

erhilt man mit: x =0
dd
a =m- (CZ — Cl)

Die Konstanten C, und C; wurden bereits er-
mittelt mit:

em«h
C, =AY, - e 4 g mh
und

e—m~h
C, =AY, -

em~h +e—m<h

Damit wird die Steigung der Temperatur am
Stabanfang:

dg e~mh _ gmh
- =—m-N9, [ —
dx m 1 (em~h+e—m~h)

und der gesuchte Warmestrom durch die
Grundfldche des Stabes:

—m-h

. e _e

Verwendet man wieder die Hyperbelfunktion
mit:

h e? —e?
tanhgp = ——
P e
ergibt sich:

Ile-/l-A~Az9l~tanh(m-h) (G1. 2.30)

Ist der Warmeiibergang am Stabende nicht zu
vernachléssigen, wird Q:

lemllAA&l

a
tanh(m~h)+m—_/1
1+L-tanh(m~h)

m- A
(Gl.2.30a)






